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Der grossartige Aufschwung, welchen die Naturwissenschaften 
in unserer Zeit erfahren haben, ist, wie allgemein anerkannt wiïd, 
nicht zum kleinsten Masse durch die Ausbildung und Verbreitung 
der Unterriehtsmittel, der Experimentalvorlesungen, Labora- 
torien u. s. w., bedingt. Wâhrend aber durch die vorhanG-nen 
Einrichtungen zwar die ILenntniss des gegenwârtigen Inhaltes der 
Wissenschaft auf das erfolgreichste vermittelt wird, haben ho^h- 
stehende und weitblickende Mânner wiederholt auf einen Mangel 
hinweisen mûssen, welcher der gegenwârtigen wissenschaftlicUen 
Ausbildung jùngerer Krâfte nur zu oft anhaftet. Es ist dies das 
Fehlen des historischen Sinnes und der Mangel an 
Kenntniss jener grossen Arbeiten, auf welchen aas 
Gebâude der Wissenschaft ruht. 

Diesem Mangel soll durch die Herausgabe der Klassiker 
der exakten Wissenschaften abgeholfen werden. In handlicher 
Form und zu billigem Preise sollen die grundlegenden Abhandlun- 
gen der gesammten exakten "Wissenschaften den ELreisen der Lehren- 
den und Lernenden zugànglich gemacht werden. Es soll dadu^ch 
ein Unterriehtsmittel beschafft werden, welches das Eindring^n 
in die Wissenschaft gleichzeitig belebt und vertieft. Dasselbe fst 
aber auch ein Forschungsmittel von grosser Bedeutung. Denn 
injenen grundlegenden Schriften ruhten nicht nur die Keime, welche 
inzwischen sich entwickelt und Frûchte getragen haben, sondera 
es ruhen in ihnen noch zahllose andere Keime , die noch der Ent- 
wicklung harren, und dem in der Wissenschaft Arbeitenden u.id 
Forsehenden bilden jene Schriften eine unerschôpfliche Fundgrube 
von Anregungen und fôrdernden Gedanken. 

Die ELlassiker der exakten Wissenschaften soli.en 
ihrem Namen gemâss die ration ellen Naturwissenschaften, von der 
Mathematik bis zur Physiologie umfassen und werden Abhandlungon 
aus den Gebieten derMathematik, Astronomie, Physik, Chemke 
(einschliesslich Krystallkunde) und Physiologie enthalten. 

Die allgemeine Redaktion fûhrt von jetzt ab Prof essor 
Dr. Arthur von Oettingen (Leipzig); die einzelnen Ausgaben 
werden durch hervorragende Vertreter der betreffenden Wissen- 
schaften besorgt werden. Die Leitung der einzelnen Abtheilungen 
ûbernahmen: fur Astronomie Prof. Dr. Bruns (Leipzig), fur Mathe- 
matik Prof. Dr. Wangerin (Halle), fur Krystallkunde Prof. Dr. 
Groth (Mûnchen), fur Pfianzenphysiologie Prof. Dr. W. Pfefft^r 
(Leipzig), fur Chemie Prof. Dr. W. Ostwald (Leipzig), fur Physuk 
Prof. Dr. Arthur von Oettingen (Leipzig). 

Fortsetzung auf der dritten Seite des Umschlages. 
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Untersuclmngen ûber die Reihe: 

m , m • [m — 1) 9 , m -{m — 1) • (m — 2) 

i + T^+i— ri — g '+ i . 2 • s - x + ' 

VOïl 

N. H. Abel. 

(Aus Crelle's Journal Bd. I. 1826.) 



I. 

Untersucht man das Raisonnement, dessen man sich ge- 
wohnlich bedient, wo es sich um unendliche Reihen handelt, 
genauer, so wird man finden, dass es im Ganzen wenig be- 
friedigend, imd dass also die Zabi derjenigen Sâtze von 
unendlichen Reihen, die als streng begriindet angesehen werden 
kônnen, nui* sebr gering ist. Man wendet gewôhnlich die 
Operationen der Analysis auf die unendlichen Reihen eben so 
an, als wâren die Reihen endlich. Dies scheint mir ohne 
besonderen Beweis nicht erlanbt. Sind z. B. zwei Reihen mit 
einander zu multipliciren, so setzt man 

(w + w 4 +m 4 + w s + ) [v ù + v l +v i + v s + ) 

+ { u ^n + u i v n-i +' u <i v n-s + +%'^ ) + 

Dièse Gleichung ist vollkomnienricktig, wenn die beiden Reihen 
w + w 4 + und ^ + ^ 4 + 

endlich sind. Sind sie aber unendlich, so mtissen sie erstlich 
nothwendig convergiren, weil eine divergirende Reihe keine 
Summe hat, und dann muss auch die Reibe auf der rechten Seite 
obiger Gleichung ebenfalls convergiren. Nur mit dieser Ein- 
schrânkung ist die obige Gleichung richtig. Irre ich nicht, so ist 
dièse Einschrânkung bis jetzt nicht berticksichtigt worden. Es soll 
in gegenwàrtigem Aufsatze geschehen. Eben so ist eine Menge 

1* 



4 N. H. Abel. 

àhnlicher Operationen zu rechtfertigen nôthig, z. B. das ge- 
wôhnliche Verfahren, eine Grosse durch eine unendliche Reihe 
zu dividiren, eine unendliche Reihe zu einer Potenz zu er- 
heben , den Logarithmus , den Sinus , Cosinus davon zu 
nehmen, u. s. w. 

Ein anderes Verfahren, welehes man hâufig in der Analysis 
antriift, und welches nur zu oft auf Widerspriiche fiihrt, ist 
das: divergirende Reihen zur Bereclinung numeriscber Werthe 
von Reihen zu gebrauchen. Eine divergirende Reihe kann nie 
einer bestimmten Grosse gleich sein: sie ist bloss ein Aus- 
druck mit gewissen Eigenschaften, die sich auf die Operationen 
beziehen, denen die [312] Reihe unterworfen ist. Die diver- 
girenden Reihen kônnen zuweilen mit Nutzen ais Symbole 
dienen, dièse oder jene Sâtze kttrzer auszudrtîcken; aber man 
darf sie nie an die Stelle bestimmter Grossen setzen. Thut 
man es, so kann man beweisen, was man will: Unmôgliches 
sowohl als Mogliches. 

Eine der merkwtirdigsten Reihen der algebraischen Ana- 
lysis ist folgende: 

A , m , m (m — 1) « , m (m — l)(m— 2) „ , 

H xA — - — L x*A-~r 7T- 1 -x z A 

^1^1-2 ' 1 • 2 • 3 ^ 

m (m — 1) — [m — (n — 1)] n 



1 • 2 n 



Ist m eine ganze, positive Zahl, so lâsst sich die Summe 
dieser Reihe, welche in diesem Falle endlich ist, bekanntlich 
durch (1 + x) m ausdrticken. Ist m keine ganze Zahl, so geht 
die Reihe in's Unendliche fort, und sie wird convergiren oder 
divergiren, je nachdem die Grossen m und x dièse oder jene 
Werthe haben. In diesem Falle setzt man nun ebenfalls die 
Gleichung 

d+.r^i+f *+!jJp=iU. + ; 

aber dann drûckt die Gleichheit weiter nichts aus, als dass 
die beiden Ausdriicke 

(l+g) m nndl + y^ + ^' (w ~ 1) .^+ 

gewisse Eigenschaften gemein haben, von welchen, fur gewisse 
Werthe von m und x ) die numerische Gleichheit der Aus- 
drticke abhàngt. Man nimmt an, dass die numerische Gleich- 
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heit immer stattfinden werde, wenn die Reihe convergent ist; 
dies ist aber bis jetzt noch nicht bewiesen worden. Es sind 
selbst nicht aile Fâlle untersucht worden, wo die Reihe con- 
vergent ist. Selbst wenn man die Existenz der obigen 
Gleichung voraussetzte, mtisste dennoch der Werth von 
(l-+#) m gesucht werden; denn der Ausdruck hat im Allge- 
meinen unendlich viele verschiedene Werthe, wâhrend die 
Reihe 1 + mx -)- • nur einen einzigen hat. 

Der Zweck dieser Abhandhmg ist, die Ausfullung einer 
Liicke zu versuchen, und zwar dnrch die vollstàndige Auf- 
lôsung des folgenden Problems: 

»Die Summe der Reihe 

, m , m (m — 1) « , m(m — l)(m — 2) _ , 

fur aile diejenigen reellen oder imaginâren Werthe von x 
und m zu finden, fur welche die Reihe convergirt.cc 

IL 

Wir wollen zuerst einige nothwendige Sâtze iiber die Reihen 
aufstellen. [313] Das vortrefïïiche Werk von Cauchy * Cour s 
d'analyse de V école polytechniques *), welches von jedem Ana- 
lysten gelesen werden sollte, der die Strenge bei mathe- 
matischen Untersuchungen liebt, wird uns dabei zum Leitfaden 
dienen. 

Erklârung. Eine beliebige Reihe 

0<> + ®i + M h%H 

soll convergent heissen, wenn, fur stets wachsende Werthe 
von m, die Summe # + v i -|- . . . . ~f- v m sich einer gewissen 
Grenze beliebig nâhert. Dièse Grenze soll Summe der 
Reihe heissen. Im entgegengesetzten Falle soll die Reihe 
divergent heissen, sie hat alsdann keine Summe. Aus dieser 
Erklârung folgt, dass, wenn eine Reihe convergiren soll, es 
nothwendig und hinreichend ist, dass, fur stets wachsende 
Werthe von m , die Summe v m + v m+i -)-.... -f- v m+n sich 
Null beliebig nâhert, welchen Werth auch n haben mag. 

In einer beliebigen convergenten Reihe wird sich daher das 
allgemeine Glied v m der Null beliebig nâhern*). 

*) Der Kiirze wegen soll in dieser Abhandlung unter co eine 
Grosse verstanden werden, die kleiner sein kann, als jede gegebene, 
noch so kleine Grosse. 
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Lehrsatz I. Wenn man durch ç , q^. ç>o ? eine Reihe 

positiver Grôssen bezeichnet und der Quotient ^ m+i , fur stets 

Qm 
wachsende Werthe von m. einer Grenze a sich nâhert, die 

grôsser ist als 1: so wird die Reihe 

-oÇo+ e i^i + ^ç 2 + +%e™ + > 

worin s m eine Grosse ist 7 die, ftir stets wachsende Werthe 
von m, sich nicht beliebig der Null nâhert, nothwendig 
divergiren. 

Lehrsatz II. Wenn in einer Reihe von positiven Grôssen, wie 

Qa + Qi + Q% + h Cm ^ ? der Quotient -^ ±i , ftir stets 

Qm 
wachsende Werthe von m 1 sich einer Grenze a beliebig nâhert, 

welche kleiner ist als 1, so wird die Reihe 

e o Qo "+" £ \ Q\ + s t Qi + + £ m Qm~\ — '" ) 

worin € , e d , « 2? Grôssen sind, die die Einheit nicht 

ûbersteigen, nothwendig convergiren. 

In der That kann man, der Voraussetzung zufolge, m immer 
gross genug annehmen, dass ç m+l < aç m , Q m+ % < ccQ m +n 

"" Qm+n < a Qm+n-i ist - Hieraus folgt ç m+k < cc k • ç m , 
nnd mithin 



-a 1 



Qm+Qm+i+ +Qm+n<Qm(l + C H h « n )< - 

[314] und folglich uni so mehr 

e mQm i £ m+\ Qm+\~r~ ••••■+ £ m+n Qm+n ^ Y— a ' 

Da aber q m+ j î <C ® k Qm lm( ^ «<C ^ so ist klar, dass Q m , und 
folglich auch die Sumnie 

£ rn Qm ~r* £ 7n+\ Qm + i ~t~ \ £ m+n Qm+n 

Null zur Grenze haben wird. 

Folglich ist die obige Reihe convergent. 

Lehrsatz III. Bezeichnet man durch t Q , t, v t* , .... t m , . . . 
eine Reïhe von beliebigen Grôssen. und ist die Grosse 

Pm — h + K + h + + l m 

stets kleiner als eine bestimmte Grosse ô. so hat man 

r = e o ^o + e i ^ + e 2 ^2 + + e ??2 ^m <C O . e , 

wo £ 0? e, n £ 2 , ... positive, abnehmende Grôssen sind. 



fT , . ... -,. -r» ., A , m , m»(m — 1) , 
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In der That ist 

also 

r = £ ù P Q + £i{Pi—Po) J r^{Pî—Pi) 4 4- fimCPw — jPm-i) » 

oder auch 

r z =PA e o~ 8 i)+Pi( 8 A — ^)+' \-Pm-i[ e m-i— «m) 

\Pm e m * 

Da aber £ — £ d , e d — e 2 , positiv sind, so ist die Grosse 

r offenbar kleiner als ô . e . 

Erklârung. Eine Function /(;#) soll eine stetige Function 
von x zwischen den Grenzen x = a , x = b heissen , wenn 
.fur einen beliebigen Werth von x zwischen diesen Grenzen 
die Grosse jf (a; — /?) sich, fur stets abnehmende Werthe von /?, 
der Grenze f[x) beliebig nâhert. 
Lehrsatz IV. Wenn die Reihe 

f(a) = ®o4®ia4® î « î 4 +v m a m + 

fiir einen gewissen Werth ô von a convergirt, so wird sie 
auch fur jeden kleiner en Werth von a convergiren, und 
von der Art sein, dass f[a — /?), fiir stets abnehmende Werthe 
von /?, sich der Grenze /(a) beliebig nàhert, vorausgesetzt, 
dass a gleich oder kleiner ist als ô. 
Es sei 2 ) 

^o 4- «? 4 a 4 ' + m _i am ~ l = C P (<*) > 

v m a™ + v m+{ a™^-{- = V(«), 

so ist 

la\ m la\ m+i 
[315] y (a) = ^) . v m <P + (g-) • v m+l ô^ + , 

la\ m 
folglich, vermôge des Lehrsatzes (III), Tft{&)<i\j) 'Pi 

p die grosste der Grôssen v m d m ? v m ô m + ®m+i à m+l , 
v m à m + v rn+l à m+i + v m+ J m+ * J ... bezeichnet. Mithin kann 
man fiir jeden Werth von a, der gleich oder kleiner ist 
als ô, m gross genug annehmen, dass 

\p [a) = co 

ist. Nun ist f (a) = cp (a) + xp {a) , aise 

f[a)—f{a--p)===(p[â)—(p(a—p) + œ. 



wenn 
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Da ferner cp [ce) eine ganze Function von a ist ? so kann man (2 
klein genug annehmen, dass 

cp(a) — cp [a — /?) = co ; 

also ist ebenfalls 

wodurch der Lehrsatz bewiesen wird. 
Lehrsatz V. Es sei 

«o+^^+^^M • 

eine convergente 3 ) Reihe, in welcher v 0J v^v v ... continuirliche 
Functionen einer und derselben verânderlichen Grosse x sind 
zwischen den Grenzen x = a und x = 5, so ist die Reihe 

./» = ^o + «i a + v * a * + , . 

wo a <C ôj convergent und eine stetige Function von x zwi- 
schen denselben Grenzen. 

Es ist sehon bewiesen , dass die Reihe f{x) convergirt. 
Dass die Function f(x) stetig ist, lâsst sich, wie folgt, beweisen. 

Es sei 

' *>o "+■ v i a + + v m-i « m ~ 1 = ( P i x ) -> 

so ist 

f[x) = q>[x)+il)(x). 
Da aber 

la\ m la\ m+i la\ m+% 

+ , 

so hat man, wenn man durch 6 (x) die grosste unter den Grossen 

bezeichnet, vermôge des Lebrsatzes (III): 



la\ m 



[316] Hieraus folgt, dass man m gross genug nehmen kann, 
dass xp (x) = w, und daher aucb 

f{x) = <p[x) + io 

wird, wo éo kleiner ist, als jede angebbare Grosse. 
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Es ist ebenso 



/(*) —f[ x —P) = 9 i x ) — C P \ X —P) + co • 
Dem Ausdruck von çp {x) zufolge ist aber klar, dass nian /? 
klein genug annehmen kann, dass 

cp (oc) — <jp (x — /?) =. w 4 ) 
wird, und daraus folgt 

f(x)—f[x-p) = œ. 
Also ist die Function f[x) stetig*). 

Lehrsatz VI. Bezeichnet man durch ç> , ç> 4? ç> 2 , 

Ço'> (?i'> ?/> d * e Zahlenwerthe der resp. Glieder zweier 

convergenten Reihen 

^0+^1+^2+ ^P llnd 

und sind die Reihen 

Q* + Qi + Qî+ und 

Qo+Qi+Q* + 

ebenfalls convergent, so ist auch die Reihe 

^o+n + ^-i KmH > 

der en allgemeines Glied 

*) In dem oben angefuhrten Werke des Herrn Cauchy (S. 131) 
findet man folgenden Lehrsatz: 

»Wenn die versehiedenen Glieder der Reihe 

w + Mi + W2 4- *«3 +.•••• 

Functionen einer und derselben veranderlichen Grosse x sind, und 
zwar stetige Functionen in Beziehung auf dièse Veranderliche in 
der Nahe eines besonderen Werthes, fur welchen die Reibe con- 
vergirt, so ist auch die Summe s der Reihe in der Nahe jenes 
besonderen Werthes eine stetige Function von x.« 

Es scheint mir, dass dieser Lehrsatz Ausnahmen leidet. So 
ist z. B. die Reihe 

sin cp — £ sin 2 cp -f- -| sin 3 cp — 
unstetig fiir jeden Werth (2m -J- 1) n von qp, wo m eine ganze Zahl 
ist. Bekanntlich giebt es eine Menge von Reihen mit âhnlichcn 
Eigenschaften 5 ). 
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r m =v Q v m ' + v A v' m _ { + 1?8 v ' m _ 2 -1 h v m v Q ' , 

convergent, nnd ihre Summe ist 

[317] K + ^ + ^+ ) >< y o + v > i + v > i+ ).6) 

Beweis. Setzt man 

Pm = v o + v i+ + *>wi> 

so sieht man leicht, dass 

+ (P*v\ m +P^\m-i+ +Pm-i v 'm+i[=t) \ i a ) 

+ P\ v *m+P\ ®*m-i + ". \rP V-i v m+i (=*')) • ' 

Setzt man nun 

Q^ + Qi + Q^ + =W, 

? , o+^'i + ^^ + = W S 

so ist klar, dass, ohne Riicksicht anf das Zeichen, 

t<C u \Q 2 m + ^ am-i + H"" £ m+i)? 

Da aber die Reihen 

. Ço'+?i + ?î + , q\+q\+q'»+ 

convergent sind, so werden sich die Grôssen t und t\ fin* 
stets zunehmende Werthe von m 1 der Grenze Nnll beliebig nâbern. 
Setzt man also in der Gleichung (a) m imendlieb gross, so ist 

^o+^-HY+^+ = 

[v + v i + Vt+ )[v' ù + v\+v\-\- •/•••). 

Gesetzt, t 0J £ 4 , £ 3 -, ..... t\, t\, t\, seien zwei Reihen 

positiver und negativer Grôssen, deren allgemeine Glieder sich 
der Null beliebig nàhern, so folgt ans dem Lehrsatze (II), 
dass die Reihen 

h + h u + h a ^ + * • • • i i \ + t\< x + t 'i a * + ? 

worin a eine Grosse bezeichnet, die kleiner ist als 1, con- 
vergent sein miïssën. Es verhâlt sich eben so, wenn man 
jedem Gliede seinen Zahlenwerth giebt, also ist zufolge des 
vorhergehenden Lehrsatzes: 



(*) 



Tït fît • f Tïl 1 ) 

Untersuehungen liber die Reihe l-\- T x-\ — - — --x 1 -] 11 

1 1 * M 

(*»-K«-M 2 « 2 + )(t\ + t\a+t\a* + ) = 

~r'v / m^ o i %î-i * i ~itm-%t 2~i ~irht m) a 

+••••■ 
Nimmt man nun an, dass die drei Reihen 

h+h+h+ , 

t\ + t\ + t\ + und 

h t'o + ih t\ + h t\) + (*. t\ + 1, t\ + t Q t\) + ..... 

[318] convergent sind, so findet man, vermoge des Lehr- 
satzes (IV), wenn man in der Gleichung \b) a der Einheit 
sich nâhern lâsst: 

(* + **+',+ )(*'o+*'i +*'*+• '••••) = 

tj\ + {ht\+ht\) + [ut\ + t i t\ + tj\) + 

m. 

Wir wollen jetzt die gegebene Reine 

, , m . m - (m — 1) 



1 "1-2 

untersuchen. 

Bezeichnet man sie durch cp (m), und setzt man, der Klirze 

m m • (m — 1) n 

wegen, 1 = m , — = m i , — - = m^ , nnd allgemein 

î î • À> 

m [m — 1) .... [m — u-\-l) . , 

— T ï " : — = m ui so lst: 

1-2 (JL P 

(1) cp(m) = m Q J t-m i x- J rm (i x <i + • • • -\-m„x^ Ar 

Es kommt nun zunàchst darauf an, die Werthe von m nnd x 
zu finden, fur welche die Reine convergirt. 

Da die Grôssen m und x im AUgemeinen auch imaginai* 
sein kônnen, so sei 

x—a-\-bi, m = k- J r k' i, 

wo a, b, k, k' ', réelle Grossen sind. Substituirt man dièse 
Werthe in Gleichung (1) , so nimmt dieselbe folgende 
Form. an : 



12 N. H. Abel. 

wo p und q Reihen sind, deren Glieder réelle Werthe haben. 
Man kann dièse Reiken, wie folgt, finden: 

Es sei 

t 2 , 7cJr a h 

(a 2 + Zr) =«, - = cos(p, - = siny, 

so ist 

x = a (cos (jd +i • sin (p) ? 

wo a und y zwei réelle Grossen sind und a ausserdem 
positiv ist. 

Setzt man ebenso 

7- = au • ( c os Yu + l ' sm Vu) = ■ " : 

\i • ii 

so findet man 1 

k—u+1 . h' 

cos y „ = s ; sm y „ = — y- . 

[319] Setzt man in dem Ausdruck: 

7" ■ = àp (cos y + « • sm y^) 

4 u der Reihe naeh gleich 1, 2, 3, , <u, so bekommt man 

fi Gleichungen, welche, Glied ftlr Glied mit einander multiplicirt, 

m [m — 1) (m — 2) (m— ,a+l) 

m r = 1.2-3 ii 

= #i • <V <* 8 ^[cos(y 4 + y 2 + ••-• + y^) 

+ i. sin (y 4 + y a -\ hy^)] 

geben werden. 

Hieraus folgt, wenn man mit 

xl* = a» u (cos cp -\-i - sin qp) ^ = a^ (cos ficp -\-i- sin ^ qp) 

multiplicirt : 

m fÂ xt A > = aP 'd r 6^ô 3 ^[cos^y + y 4 + y 2 + +y J 

+ i-sin( i it(jp + y 4 +y 8 4- +yj], 
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oder auch, wenn man der Ktirze wegen 

<V<Vd 3 <^=^j 

^9> + y 1 + ya + y 3 + " — r-j>=0 tf setzt: 

m^, • 3^=^ • c^ {ces 0^ + i • sin 0^} . 
Der Ausdruck (1) geht dadurch in 
y (w) = l + À 1 a(co&O i + i-$md i ) + ) H a* (cos0 2 + i-sin0 2 ) 

-1 h ^ o^ (cosfl^ + i • sin 0^H , 

oder in 

cp(m) = 

l + ^a-costf.! H-A 4 a® -cos^-t + À^a^cos0^H 

+ i{À 1 a • sin ^ + /l 2 a 2 • sin ^ 2 -1 h l^ cc^ • sin 0^ + } 

tiber; also ist 

p=l-\-l J[ a'GO^d ll ~{-lç L a^ • cos0 2 H h^®^ -cos^ t 

+ ...., 
( 2 ) jj= l 4 a-sin 4 +Â 2 a 2 - sin0^ \-l^a^- sin0 a 

Nun behaupte ich, dass dièse Reihen divergiren oder 
convergiren, je nacbdem a grôsser oder kleiner als 1 ist. 

Aus dem Ausdruck fur X„ folgt À„ +1 = <î^ +1 • l UJ also 
>t^ +4 • aP +i = « ^ +1 • V «^', und 

[320] Es ist aber 

^-(^r + trï)")*. 

also wird sich (L, fur stets waebsende Werthe von ^, der 

Grenze 1, und folglich - ^ +i — der Grenze a nàhern. Mit- 

hin sind, vermôge der Lebrsâtze (I) und (II) im vorher- 
gehenden Paragraphe die Reihen p und q divergent oder 
convergent, je nacbdem a grôsser oder kleiner ist, als 
die Einheit. Mit der gegebenen Reihe cp {m) verbàlt es sicb 
folglich ebenso. 
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Der Fall, wo a = 1 ist, wird weiter unten behandelt werden. 

Da die Reihe cp (m) fur jeden Werth von a convergirt, 
der kleiner ist als 1: so wird ihre Summe eine gewisse 
Function von m und x sein. Man kann auf folgende Art 
eine Eigenschaft dieser Function aufstellen, welche dazu dienen 
kann, sie zu finden: 

Es ist 

cp [m) = m + m i x + m 2 x % -) \- m a x^ ~\ — • • , 

cp (ri) = n + n K x + n^ x" -\ h n^xP -\ , 

wo n^ den Werth von m„ fur m = n bezeichnet. Hieraus 
ergiebt sich nach dem Lehrsatz (VI): 

cp(mycp(n) = tJ\ + (tJ\ + t i t\) + (t Q t\ + t i t\+t,t f d )+^- 

wo t JU = m /Ll/ x^\ t' =n„xl l , sobald die Reihe auf der rechten 
Seite convergent ist. Substituirt man die Werthe von £„ 
und t'„, so erhâlt man 

cp (m) -cp(n) = 

m ^ + {m Q n l -+-m l n Q )x+ (m w 2 + m 4 n K + m i n ii )x* -\ 

+ K» fi + w 1 w M + m,» rî H r-^^ )^4 

Nun ist 7 vermôge einer den Grossen m^ gemeinsamen 
Eigenschaft 

(^+^ = ^v+^Vi + ^V^ — - + 7 V^> 

wo (m + w) „ den Werth von m„ bezeichnet, wenn man darin 
m + n statt m setzt. Mithin erhàlt man durch Substitution: 

cp (m) - cp (ri) = (m -f- ri) + (m -|- w) 4 x + (m -f- ^) 2 ^ 2 H 

+ (m + ^^4 

Aber nach dem Vorhergehenden ist das Glied auf der rechten 
Seite dieser Gleichung eine convergente Reihe, und genau das- 
selbe wie cp(m + ri). Also ist 

(3) cp (m) • cp(ri] = cp(m-\-n). 

Dièse Gleichung driickt eine Grund-Eigenschaft der Function 
cp(m) aus. [321] Wir wollen jetzt aus derselben den Ausdruck 
der Function in endlicher Form vermittelst Exponential- 
Grôssen, logarithmischer und Kreis-Functionen herleiten. 

Wie man oben sah, ist cp (m) von der Form p-\-qi, wo 
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p und q stets reell und Functionen der Grôssen k 7 h\ a und 
cp sind, wâhrend m = h + Je i, x — a (cos r/> + i • sin y) ist. 
Man setze 

p-^qi — r (cos 5 + i * sin 5) , 
so findet man 

wo r stets positiv und s eine réelle Grosse ist. Man setze 

so ist 

(S')p + qi=(p[k + k'i)=f(k,k')[(ioaip[k,iï^ 

Hieraus ergiebt sich, wenn man nach und nach / und V ', und 
& + l und k' -\- l' an die Stelle von A und A' setzt: 

cp (J + V i) =/(/, Z')[cosi/>(J,Z')+*. sin i//(J, /')], 

+ i • sin^ (k + /, A' + ?')]. 
Aber vermôge der Gleichung cp (m) • cp [n) == cp (m + w) ist 

wenn man m = k -{- k[ i, n = l -\-V i setzt. Folglich erhàlt 
man durch Substitution: 

Dièse Gleichung giebt, wenn man die reellen Glieder von den 
imaginâren absondert: 

f{fc+l,iï + l').&Ti\p{k + l,k'+V) 

=f{k 1 k')^f[l,V)^\n{i P {k,k')+^{lJ)}. 

Quadrirt und addirt man dièse Gleichungen, so erhâlt man: 
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und hieraus: 

[322] (4) f(k+i,k'+ry=f(k,k').f(i,r). 

Vermôge dieser Gleichung gehen die obigen in folgende liber: 

GO^lp(7c + l J k'-\-r)=G^{lp{7c,k f ) + lp(lJ f )}, 

sin ip{k + l, 7c + V) = sin {ifj (7c, k') + ip (I, V)) . 
Dièse Gleichungen geben 
(5) y[k + l,k' + V) = 2M7t + y[k,K) + \p[lJ'), 

wo M eine ganze, positive oder négative Zahl ist 7 ). 

Jetzt komrnt es darauf an, ans den Gleichungen (4) und (5) 
die Funetionen f(7c, 7c) und ip(k,k') zu finden. 

Zuerst behaupte ich, dass sie stetige Funetionen von k 
und 7c r , zwischen beliebigen Grenzen dieser veràndeiiichen 
Grossen, sein werden. In der Tbat sind p und q, nach dem 
Lehrsatze (V), offenbar stetige Funetionen 8 ). Es ist aber 

p ~ 

cos ip(7c, 7c') = 777-7M ; sin xfj (7c, 7c) 



■f(k,ky -"""■">" >^-f(k,ky 

folglich ist f(7c,7c) eine stetige Function; ebenso cosip (7c, 7c) 
und sin ifj (7c, k'). Daher kann man voraussetzen , dass es 
ip (7c, 7c') ebenfalls ist. Wir wollen zuerst die Gleichung (5) 
untersuchen. Dsli/j (7c,7c') eine stetige Function ist, so muss 
M fur aile Werthe von 7c, 7c. I, V denselben Werth haben. 
Setzt man also der Reihe nach l = , 7c = , so erhâlt man 

ifj(k,k' + 1')^2Mtv +ïp {k,7c') +ip(Q,l'), 

ip(i,k'+r) = 2M7t+ip(o,k') + i/j(i,r). 

Eliminirt man zwischen diesen Gleichungen und der Gleichung (5) 
die beiden Grôssen ip (7c, 7c) unà i)j(l,r), so findet man 

ip{k,k f +r)+.ip{i,k'+r)=2M 7t-\-ïp(Q,7c')+iij(o,r) 

Der Kûrze wegen sei 

(tp[k,k' + l') = 0(k), 

1 j \2M?t + ip(0,k') + ip(0,l') = a, 

so ist 
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(7) 0(A) + 0$ = a+0(A+Z). 

Setzt man hierin der Reihe uach l = k 7 2k y ...., çk, so er- 
hàlt man: 

20(£) = a+0(2A), 

0(k)-{~ô{2k) = a+0(Zk) 7 

0(k) + d{3k)=a + 0{4,k) ) 



O[k) + 0[(Q—l)k] = a+d{çk). 

Addirt man dièse Gleichungen, so findet man 

[323] (7') Q 0{k) = [Q—l)a+d{Qk). 

Hieraus folgt, wenn man h = 1 setzt, 

0(q) = q(0[1) — a)+a } 

oder auch, wenn man 0(1) — a = c setzt, 

(8) 6(Q) = c-Q + a. 

Diesen Werth hat also die Function 6(k), wenn h eine ganze 
Zahl ist. Aber die Function 0(k) wird fur aile Werthe von h 
dieselbe Form haben, was sich leicht, wie folgt, beweisen làsst : 

Setzt man in der Gleichung (7') k = —, wo ^ eine ganze 

Zahl ist, so ist Q Ol — \—(q — l)a + 0(/it). Aber vermôge der 

Gleichung (8) ist 

( t u) = c • fi -f- ci . 
Mithin findet man, wenn man substituirt und durch q dividirt: 

\qi q 

Die Gleichung (8) findet daher fur aile positiven und 
rationalen Werthe von q statt. Gesetzt nun , / sei = — k, 
so geht die Gleichung (7) in 

0{k) + (0 — k) = a + d{0) 

fiber. Hieraus folgt, wenn man k=0 setzt: 

(0) = a, und folglich (— h) = 2 a — [k) . 

Ist aber k rational und positiv, so erhâlt man 

OstwalcTs Klassiker. 71. 2 
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0(k)=c-k-\-a, also 6( — k)= — c-k-{-a. 

Die Gleichung 

(9) d{k) = c-k + a 

findet also allgemein fur aile rationalen Werthe von k, und 
folglich, weil [k] eine stetige Function ist, fiir aile reellen 
Werthe von k statt. 
Nun ist 
0(k) = %lj(k,k'-\-r) und a*=2Mrt + '(p(0,k') + ip[0,r)', 
setzt man also c = [k' 1 l'), so erhâlt nian 

(10) %tj[k,V + l') = 0{V,l')-k+2M7t + ip[O,k') + y(O,r). 
Hieraus ergiebt sich, wenn man k = setzt, 

y[0,k' + l r ) = 2M7t + ip(0,k') + ip(Q,l'). 

Da dièse Gleichung dieselbe Form hat, wie die Gleichung (7), 
so wird sie auf dieselbe Weise: 

y[Q,k') = p'.k' — 2M7V 

geben, wo §' eine von k' unabhângige Grosse ist. 

[324] Setzt man V an die Stelle von k\ so erhâlt man 

t/,(o,;')=— 2M7t + p'r. 

Substituirt man dièse Werthe von ifj(0jk') und ^(0,/') in 
Gleichung (10), so ergiebt sich 

■ tp[k,k'+r) = d{k',r)>k+p'(v + r)—2M7t. 

Hieraus sieht man, dass #(/*/,?') eine Function vonA'+Z' ist. 
Bezeichnet man sie durch F{k'-\-V), so ist 

y{k,k' + V) = F[k' + l')-k + p'{k' + r) — 2M7t, 

und folglich, wenn man V = setzt, 

ifj{k ) k') = F{k').k-{-p'k' — 2M7t. 

Erwàgt man, dass 

y(k,k'+l')=2M7t + rp{k,k')+ilj(Q,l')*), 

<y[^i')-=§'r—2M7t, 

so giebt die obige Gleichung 

F{k' + l')-k + F{k'JrV)— 2 Mit 

= 2MTï + F(k')-k + p f k' — 2M7t + p'r--~2M7t, 

das heisst: 

F{k' + r) = F{k'). 
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Setzt man also k f = 0, so ist jF(Z') = JP(0) = @ = F [h'). Der 
Wertb von tpfak') geht also scbliesslich in 

(11) i//(A,*') = ^- A + /*'•*' — 2 Jf^r 

tiber, wo (3 und /?' zwei Constanten sind. Dieser Werth von 
\jj [k, k') wird in der That der Gleicbung (5) ganz allgemein 
Geniige leisten, wie leicbt zu seben. 
Jetzt wollen wir die Gleicbung 

/{k+W + V)=f[k,k').f{l,V) 

nnter sucben. D&f(k,k') immer eine positive Grosse ist, so 
kann man setzen: 

wo F(k,k') eine réelle, stetige Function von k und k r be- 
deutet. Substituirt man und nimmt die Logaritbmen der 
beiden Glieder, so findet man 

JF ï (A + Z,ft' + Z')=J? , (A,A , ) + iî T (/,Z'). 

Da dièse Gleicbung mit der Gleicbung (5) ubereinstimmt, wenn 
man F statt ip, und statt M setzt, so giebt sie, vermôge 
der Gleicbung (11): 

(12) 2?(A, #)==<*■£ + $'• A', 

wo ô und ô\ ebenso wie (3 und /?', zwei von h und Je unab- 
bàngige Grôssen sind. Die Function f{k,k f ) gebt also in 

[325] uber. 

Nacbdem auf dièse Weise die Functionen ip {k , h ') 

und f[k,k') gefunden worden, hat man, vermôge der 
Gleicbung (3') 

(13) y (a+aw) = **+*'* [^ 

worin noeb die Grôssen d, <5', /?, /?', die nur Functionen von 
. a und (/> sein kônnen, gefunden werden mussen. 

Es ist 

wo p und q dureb die Gleichungen (2) gegeben sind. Sonder t 
man die reelien Grôssen von den imaginâren ab, so ist: 

2* 
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(14) 



; e âi+â'w . cos (pk 4. £'#) = i + ^ a cos0 4 + A a a 2 cos <9 2 



e«+<w.sin (/?*+/*'#) 



/Ij a sin # 4 + À 2 a 2 sin # 2 



4 h ^^ cc. u • sin 6^ (W + - 



Wir wollen nun zuerst den Fall betrachten, wo m reell, 
d. h., wo k' = ist. Alsdann gehen die Ausdrticke (12.) in 

v; ~» 7 * , h h -{h — 1) _ 
e ôlc • cosp# = 1 + — • a cos çH 7 — - — '- a- cos 2 cp 



(15) 



*•(£—!).(£— 2) 



e**.sin/?& 



1.2-3 
k 

T 



a 3 cos 3 cp -j =f[ a ) , 



•«smfjp 



1- 2 



+ 



£■(& — !)•(& — 2) 
1-2-3 



a 3 sin 3 cp + 



cr sin 2çp 



6>( 



tiber. Um 3 und /? zu finden 7 setze man k = 1 ? so or- 
nait man: 

e^cos/?= 1 + acoscp] e ô sm@ = a$mcp. 



Hieraus folgt: 



e*=(l + 2acos(p + a 8 )*, 



cosa= ■ 



l + «cos cp 



(14-2acosr/) + a 2 ) 2 



- ? sin£ = 



a sin r/) 



(l+2acosf/? + a 2 ) ïï 



tang /? : 



asm cp 



1+acosçp 

Die letzte dieser Gleichungen giebt, wenn man dureh s den 

kleinsten aller Werthe von ($ bezeichnet, welcher ibr gentigt 

tc tc 

und welcher immer zwischen und — liegen wird, 

2 2 ' 

fi = 5 + (l TC , 

wo fi eine ganze positive oder négative Zahl ist. 
Daher gehen die Gleichungen (15) in 
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1 * 1-2 
y(a) = e ôk - cos A (s + (A7t) = e ôk -cos As • cosA^tt 

— e^» sin As -sinA/XTr, 
[a] = e^ fc • sin A (s + ^iit) = e J/c • sin As • cos A/,t tc 

+ ^ fe • COS A 5 • COS A \l TC 

liber. Aus diesen Gleichungen folgt: 

[326] cos k^iTt — e~ ôk [/(a) • cos As + 6 (a) • sin As] , 

sinAft7r = e~^[0(a) -cos As- — jf(a) -sin As], 

Aber nach dem Lehrsatz (IV) sind 6 [a) und f[a) stetige 
Funetionen von a,, es miissen also cos k\,iit nnd sin U^iTt die 
nâmlichen Werthe fur aile Werthe von a behalten. Daher 
ist es, um sie zu finden, hinreichend, a einen beliebigen Werth 
beizulegen. Es sei a gleieh 0, so erhàlt man, wenn man 
erwâgt, dass alsdann e ô = l J f(a) = l 1 0(a) = O, s = ist: 

cos kfiTt = 1, sinA^7r = 0. 

Substituirt man dièse Werthe in die Ausdriicke von f(a) und 



0(a)? un( l erinnert sich, dass e ô 
so erhàlt man: 



(l+2acosç> + a 2 )* ist, 



y(a)=:(l-)-2acos(jp + a 2 ) 2 -cos As; 
#(a) = (l + 2acos</) + <r i ) 2 -sin As. 
Die Ausdriicke (15) gehen also schliesslich iiber in: 



(16) 



A 
1 -j — acosqD- 



A-(A— 1) 



1 • 2 



a 2 cos 2 y 



A.(A_l)".(*_2) 



a 3 cos 3 rp +• 



= ( 1 + 2 ^ cos cp + a 2 ) 2 • cos As , 



A 

1 

A-(A 



« sinç) 

1) 



A -(A— 1) 



a 1 sin 2 cp 



(*- 2 ) „» 



1 



1 -2 

a 3 sin3^p + 



= ( 1 + 2 a cos y + a 2 ) 2 • sin As , 
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Tt TC 

wo s eine zwiscken — — und ~f- — entkaltene Grosse ist, 
welcke der Gleichung 

a - sin (p 



tang s : 



1 ■+• a cos cp 

geniigt. 

Die Ausdriicke (16) sind zuerst von Cauchy in der oben 
angefiïkrten Schrift aufgestellt worden. 

Die Grosse a ist hier kleiner als 1 angenommen. Weiter 
unten wird sieh zeigen, dass auck a = 1 sein kann, wenn die 
Grosse k einen angemessenen Wertk bekommt. 

Im Vorkergekenden kaben wir die Grôssen ô und fi 
gefunden. Jetzt wollen wir zeigen , wie sick die beiden 
anderen unbekannten Grôssen ô r und fi' finden lassen. Setzt 
man zu dem Ende in (14) k—0 und h' = n ) so erkàlt rnan 

e ô ' n • cos [fi'n) = 1 + X i a cos 6 i + /t 2 a 1 cos # 2 -\ , 

e â ' n • sin [fi' n) = \ a sin 0, + X 2 a* sin # 2 H , 

wo 

[327] ^ = ^.^.^.--.^,^ = ^9? + ^ + /^ h/^ 

ist, wâkrend 8„ und y w durck die Gleickungen 

(in \\% /n\ 2 \% a 1 n 

(—) + 1) / ' "^"TTV sin ^T, 

bestimmt sind. 

Aus diesen Gleickungen ergeben sick - folgende : 

— — — i* — ^ = _i . a cos # , + — a 2 cos # , + , 

n n n 

^ L = -i . a sin , + — « sin 6 9 + 

W ?2 ft 

Man kat aber, unter der Voraussetzung, dass n positiv ist: 

X 
l i = d { = n, also — '- = ô <i 'd 3 8^, folglick 
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_ \Èi — l = a cos 6 i + 6% a 2 cos 0% + d% ô d a 3 cos d 3 

H , 

\P — l — a s i n (9 i -j- ^ 2 a 2 sin # 2 + d 2 d 3 a 3 sin 3 ~h 

Dièse Reihen convergiren fur jeden Werth von w, Null 
mitbegriffen, wie ans dem Lehrsatze (II) leicht zn sehen. 
Làsst man dater n sich der Grenze Null nâhern und erwàgt, 
dass die Reihen, nach dem Lehrsatze (V), stetige Functionen 
sind 8 ), so erhàlt man 

d' = acose' 1 +d' s a ï oos0' î + 3' a d > s a 8 oos0'sH , 

/?'= a sin0' 4 + 6V 2 $md\ + d\ô\ a 3 sin <9' 3 4 , 

e® n •cosf/^'w) 1 

da d' und /? ' die Grenzen der Grôssen 

, e ô ' n • sin(/?'rc) . , ., . , ... n „ A Â , 

und smd. 0' ist die Grenze von oL, und o ^ 

diejenige von §„. Nun ist, zufolge des Ausdrucks von ô^., 

ô'„ = ^—- ; also cos y = — 1 ; sin y^ = (wenn ^ > 1), 

folglich : 

ooB(e' iM ) = oos( i ug P + y 1 +y 4 H hfy) = + sin(^)-(— 1)^ 

sin^'^sin^ + y. + y^ hy^)=— cos(ftgp)-(— 1)^, 

wenn man noch erwâgt, dass zufolge der Gleichung 

ni = (5 d (cos y 4 + i • sin y d ) , 

[328] cos y 4 = 0, sin y 4 = 1 ist. Folglich werden die Werthe 
von fr und $' folgende sein : 

/?' = a cos 9 — ^- a 2 cos 2 g) -f-l a 3 cos 3 y , 

d' = — (asing) — -|a 2 sin 2 gp + J-a 3 sin3g) ). 

Auf dièse Weise sind nun die Grôssen /?' und <5' durch 
unendliche Reihen gefunden. Man kann sie aber auch in end- 
licher Gestalt ausdrticken. Denn aus den Gleichungen (15) folgt 

e d *-cos(/?A) — 1 , k—1 9 
il = a cos cp + - — - a 2 cos 2 g) 

, (A— 1)(£— 2) , „ 
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sin(/?4) 
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. k — 1 



icp 



a 2, sin 2 g) 



(4-1) (*^2, 3 



1 • 2 

a 3 sin 3 cp -|- - • • • 

Hieraus folgt, wenn man k sich Null nâhern lâsst: 



(17) 



ce et 5 
d = a cos cp — cos 2 g) + — - cos 3"<p 

C£ 2 C£ 3 

j8 = a sin f/) — — - sin 2 <jp + — - sin 3 cp — 



(18) 



folglich 

p' = + d, d' = — p. 

Die Ausdrùcke (14) gehen also in 

1 + Z 4 a cos 6 K + A 2 a 2 cos ^ 2 H • + 1„ cd 1 cos 0„ + 

= ***-/»' cos [pk + <J#) =j9 , 
^asin^ + ^^sin^H (-^a^sin^H 

= ^ fc -l 5k, sin(/îA + dA') = y 

liber, wo 

(5 = |log(l + 2acosr/) + a 2 ), /? = arctang ( 1 _^ ™^ J ; 

nnd da nun die Summe der gegebenen Beihe = ^> + <^' ist, 
so hat man 



l + ys 



m (m — 1) 



£* + ■ 



m(m — 1) (m — /ti + 1) 



#1^ 



1-2 1-2 jtt 

-| = eto-F* . {cos (/?£ + à h') + i . sin [pk+dk')}. 

Nun ist m = k + /s' i 7 x—a (cos ^ + i • sin cp) = a -f- h i 1 
also « = Va 2 + 6 2 , a cos cp = a , a sin (p = 5 , 

<î = |log(l + 2a + « 2 + è 2 ) = -|log[(l + a) 2 + ^], 
= arctang^-). 

Substituirt man und setzt m statt A, nnd n statt 4', so ver- 
wandelt sich der obige Ausdruck in folgenden: 
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[329] 



(19) 



w + w V + ftO + (m + nt ' )(m - 1+ -^(a + ftt) > 



1 



(m-\-ni){m — l-+-?u)(m — 2 + ^*) , , 7 -\« , 

« + 6 i) ^ 



1 • 2 • 3 

(m J r ni)(m — l + m')---(m — <u + l + ?u) 
ï ~. 2 jû 

-i 

— n arctang j -— — | 
\l + a/ 



I C ° S ( 



cos m arc 



:((l + a)*4-jy"\e 
rotang (-^J + ^logffl + aJ^ + ^j 

-f-i-sinl marctang (737-) +i^log[(l-M) 2 + ^ 2 ]| I- 

Dieser Ausdmck findet, wie wir sahen, ebenso wohl als (18), 

fur jeden Werth von a = Va 2 +è% der kleiner als 1 ist, statt. 

Setzt man z. B. h = 0, n = 0, so hat man den Ausdruck 

(20) 1+ ^4-^^W---=(i+«r, 

von welchem wir weiter unten Gebranch maclien werden. 

IV. 

Im Vorhergehenden wnrde die Sunime der gegebenen 
Reihe fur die Fâlle, wenn « = Va 2 + ^ 2 kleiner als 1 ist, 
gefunden. Es bleibt noch der Fall zu untersuchen iibrig, 
wenn jene Grosse gleich 1 ist. 

Ans dem Lehrsatze (IV) folgte, dass, wenn man a der 
Grenze 1 beliebig sich nâhern lâsst, die Reihe 

«o+^a + tJjffM 

zu gleieher Zeit der Grenze v Q + v K + v% + • • • • sich nâhert, 
sobald nur die letztere Reihe convergent ist. Lâsst man daher 
in den Ausdrûcken (18) a der Einheit sich nâhern, so 
hat man: 
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(21 



l-f-^cos^ + ^cos^H j-X a cos^+ - - « « 

X i sin^ + Ag sin# 2 H [-^sin^-| 

= e*iM*i^sin(&A4-d 1 £'), 

wo (^ und /? 4 die Grenzen der Grôssen ô und /? sind, voraus- 
gesetzt, dass die in diesen Gleiehungen enthaltenen Reihen 
convergiren. 

Es ist aber klar , dass \ log (2 + 2 cos cp) die Grenze 

* / sinœ \ /2-cos4-a>-sm4a>\ 

von O und arctang — — - — = arctang — n / \ — .-f^- 
\l+cosgp/ \ 2.(cos|r/)) 2 / 

= arctang (tang |- cp) die Grenze von /? ist; folglich ist 

(22) ô l = |log (2 + 2 cos cp) , /? d = arctang (tang -|- g)) . 

Es bleibt also nur zu imtersuchen tibrig, in welcben Fâllen 
die Reihen convergent sind. Zu dem Ende wollen wir drei 
Fâlle unterscbeiden : wenn k = — 1 [330] ist oder zwischen 

— 1 und — oo liegt; wenn k zwiscben und + oo liegt, und 
wenn k = ist n ) oder zwischen und — 1 liegt. 

Erster Fall, wenn k = — 1 ist oder zwischen 

— 1 und — oo liegt. Es ist 



V 



m* +©7 



Setzt man also k = — 1 — n. so ist 



Hm-(f)?- 



Hieraus ist zu sehen, dass cL immer gleich oder 12 ) grôsser 
ist, als 1. 

Man hat aber X^ = ô { • ô^ • d 3 ô u , also wird X^ , fur 

stets wachsende Werthe von ^, nicht gegen hin conver- 
giren, und folglich sind die Reihen (21), vermôge des Lehr- 
satzes (I), divergent. 

Zweiter Fall, wenn k positiv ist. 
Gesetzt, c sei eine positive Grosse, kleiner als k, so hat man 

[lA, — k — l + c)*=(i.i — k — l)* + 2c([.i — k — l) + c i , 

also 
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1 i • z 

( fl _A_i)»+A' ï =(|Lt— A — l + c)* + *'* — c* 
— 2c(^— A — 1). 
Setzt man 

2c' 



|u>A + l— £c + - 



so folgt, dass zugleicla A' 2 — c 2 — 2c( l u — A — 1) negativ, und 
folglich 

(^_*_i)« + A'»<(^_A_i + c )% d.h. 

^— A — t + c , 1 + A— c 

1 
ist. Setzt man in der Gleichung (20) a =— , m = — n, so ist 

n , ^- (1 +n) 1 



*■(*+!) 1/ 2+^\ 
1-2 " ^^ \ 3 y, I " i " 



= 1 r ' 



Daher ist. wenn man n = \ -f- h — c setzt, wie leicht zu sehen. 



K) 



j.-i-fc + c l_|^^_ c 



>1 



13\ 



folglich 

(,/ \i+k-c y* 

^J ,wofC>*+l-i C + — (= ? )"), 

[331] also 

3 < ( _i±il_\ ' C , wo u > ist. 
e+P^ç + ^ + l/ ' ' -^ 

Setzt man der Reihe nach ^=1,2,3, , <u und 

multiplicirt die Resultate mit einander, so erhâlt man: 

A A A ^/_i±iV + *- C 

v** v* V^^lç+^+ij 

also, da ^ +ç =,d i ' S i' S 3 <V+P> 



folglich, wenn man /x = 0, 1, 2, , ft setzt, 



V+r 
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Setzt man jetzt in dem Ausdrnck (20) a = — ■ — ■ — , 

q -f- (.1 + 1 

m = — h + c, so liât man 

1 \ c ~*_ , h—c f (A— c)(A— c+1) , 



(1 i_r= 



<*. 



ç + ft + l/ ç-f-^t + 1 1.2-(ç + ^ + l)* ' 

folglich ist, wenn man sich erinnert, dass k^>c: 
l_g± I t_ y-* . A— o 

lç + ft + 1/ -^ ^ç + ^ + l" 

Daraus folgt, wenn man mit [k — c] (ç + ;x+ 1) 1-0 dividirt: 

* ^ 1 r 1 1 1 

Dies giebt, wenn man [i = 0, 1, 2, , ^ setzt und addirt: 

1 , X , ,_J____ 

Hieraus folgt, dass 

■(ç4-l)* +fe - c 
^ + ^ +i H 1- hç +fl <.S l ô^ô 3 dp „ , j^ , 

welehen Werth auch [i haben mag. Daher wird die Reihe 

1 + ^0 + ^i + K + 5 deren Glieder sâmmtlieh positiv 

sindj convergiren 1 ^), und folglich werden auch die Reihen 

[332] 1 + X { cos^ + ^.oos^M H^cos0^ , 

X i sin 6 K + l t sin 8 -\ (- ^ sin 0^ -\ , 

nach dem Lehrsatze (II), convergent sein. 

Dritter Fall, wenn k gleich ist oder zwischen 
Null und — 1 liegt. 

In diesem Falle werden die obigen Reihen convergent sein 
fur jeden Werth von &, so lange nicht cp = (2n + \)it ist. 
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Dies lâsst sieh, wie folgt, zeigen: 

Es sei 

m^k-^k'i, x = coscp -{-i- sincp, und 

1 + m 4 # + #* 2 # 2 + m 3 ^ 3 4 ' + ^«^ =i ? w • 

Durch Multiplication mit 1 + x erhâlt man 

l 4- (w 4 4- 1) x + (^2+^1 ) ^ 2 + (^3 +^ 2 ) # 3 H 

+ {m n +m n _ i )x n + m n x n+l =p n (l + x). 

Wie bekannt, ist aber 

m i + l = (m+l) i , m^+m { = {m + l)^ J .... 
m n + m n _ 1 = (m + l) n? 

also, wenn man substituirt: 

l+(m + l) 4 ^ + (m + l) 2 ^H \-( m + i) nX n 

= — m n x n+i +p n {\ + x). 

Setzt man jetzt n = 00, so ist das erste Glied dieser Gleichung, 
nach dem vorhergehenden Falle, eine convergente Reihe. 
Bezeichnet man sie durch s, so ist 

s=p n {\ + x) — ?%[cos (rc+1) cp -{- i - mx[n -{- \) cp]^ 

wo n nnendlich gross ist. Nun lâsst sich, wie in dem zweiten 
Falle, beweisen, dass m n = ist fur ^ = 00. Man hat also 

s—p [x^x]^ wo^=l + m d ^+W2 2 ^ 2 -| • 

Dièse Gleichung giebt, wenn nicht # 4- 1 :== : 

s 

Die Reihe p ist also alsdann convergent, und mithin sind es 
auch die obigen Reihen. 

Ist x + 1 = 0, so ist 

1 + cos cp 4- i - sin cp = 0, also sin cp = 0, 14- cos qp ===== 0, 

d. h. y == (2^4-1) 7£j wo ^ eine ganze, positive oder néga- 
tive Zahl ist. Folglich sind die in Rede stehenden Reihen 
fur h = sowie 16 ) fur jeden Werth von k zwischen und 
— î convergent, so lange nicht cp = (2^4- 1)^« 
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Ist cp = (2n + \)tc\ so sind die Reihen nothwendig di- 
vergent; denn wâren sie alsdann convergent, so hàtten sie 
zur Summe die Grenzen der Functionen. 

[333] e* â - v P[(soa{kp+k' ô) + i- sin (£/?+#($)], 

wenn man darin a gegen Eins 17 ) hin convergiren lâsst, und 
cp = (2?a+ \)it setzt: 
Es ist aber: 

d===£log(l + 2acosç> + a*), ^^ctmg^^^~Y 

folglich fur cp = [2n + l)it: 

<î = log(l — a), /?=0. 
Die in Rede stehende Function geht also in 

( 1 — af [eos (&' log ( 1 — a) ) -f- i • sin (// log ( 1 — a))] 

tiber. Da aber k = oder negativ ist, so ist klar, dass dièse 
Function, wenn man a sich 1 nàhern lâsst, keine endliche 
und bestimmte Grenze hat. Die Reihen sind mithin divergent. 
Aus dem Vorhergehenden folgt also, dass die Reihen (21) 
fur jeden Werth von cp stattfinden, wenn k positiv ist, und 
fur jeden Werth von cp , fur welchen cos \cp nicht Null 
ist, wenn& = ist 16 ) oder zwischen - — 1 und +0 liegt, welches 
auch immer der Werth von k' sein mag. In jedem anderen 
Falle sind die Reihen divergent. In dem Falle, welchen wir 
untersuchen, geht die allgemeine Reihe (19), wenn man 
J* + a*=l, d h. b = Vl — cP setzt, iiber in: 

m -{-ni , (m-}-ni)(m — \-\-ni 



(23} 



H ~~ {a+Va*— l)+ v \ J \ 2 \a-\-Va*— 1) 

H \ ô ô {a+Va* — 1 ) 3 -\ 



m , "l/i — a 

— narctang 1/ — - — 

= (2 + 2a) 2 .e ëV i + a t 

I cos [m arctang y — — — |- \ n log (2 + 2 a) ] 

+i-sin[marctang y — - — \-\n\og (2 + 2 a)] I , 
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Folgendes ist eine Uebersieht der bisherigen Resultate: 
I. Wenn die Eeihe: 

1 1 • li 

(m+ni)(m—\. + n i) . . .. {m— fi + l+ni ) .. 

+ — ï : 2 u~ {a+bi] + "" 

convergirt, so ist ihre Sunnne: [334] 

((1+ ^ +è f\r narctan M"J. 

j cos Im arctang (^7^) + y log ((1 + a) 2 + ô 2 ) J 
+ i • sin m arctang ( ^-1 + | log ((1 + a) 2 + 5 2 ) J . 

IL Die Reihe ist convergent fur jeden Werth von m 
und n, wenn die Grosse Va 2 + & 2 kleiner ist als Eins. Ist 
VcP + P der Einheit gleich ? so ist die Reihe convergent 
fiir jeden Werth von m zwischen — 1 und +oo, insofern 
nicht zagleich a = — 1 ist. Ist a = — 1 ? so muss m positiv 
sein. In j edem anderen F aile ist die gegebene Reihe divergent. 

Als besondere Fâlle muss man unterscheiden : 

A. Wenn n = 0. 
Alsdann ist: 



(24) 



— r 7 

==((l + ^r + 5 2 ) 2 . cos m arctang j j 

+ *• sin I m arctang I- I . 



Dieser Ausdruck giebt, wenn man a = a cos çp und & = « sin ^) 
setzt und die reellen Glieder von den imaginâren absondert: 
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. . m m* (m — 1) 

1 + Y «cosr/) + * — ^ — ~ — -« cos2(jp + 



(25) J 



/-. , o . <>\i w / j. / asincp \\ 

= (l + 2acoscp + crr cos I m arctang — - - — 1, 

\ \l-j-«cos<jp// 7 

m . , m-lm — 1) . . 

— a sm cp + — 7 — r— a sin 2 çp -j 

1 î * L 

u , r> , "o\-è^' • / x / asinœ \\ 

= l+2acos«) + a i ) 2 sm marctang - — ). 

v r x ' \ b u + acosy// 

.B. Wenn 6 = 0. 
In diesem Falle gelit der allgemeine Ausdruck in folgenden îiber: 

I. m-\-ni [m-\-ni){m — l-\-ni) 
1 H Ct -\ ■ (Z -f" • * * * 
T 1 -T- 1-2 
= (1 + a) w ' L cos lo S ( x + «)] + * ' sin [wlog(l+ «)]] • 
a Wenn w = 0, J = 0. 
Alsdann ist: 

Dieser Ausdruck findet fur jeden Wertli von m statt, wenn 
der Zahlenwerth von a kleiner ist, als 1; ferner fur jeden 
Werth von m zwischen — 1 und + °°> wenn a = 1 ist, und 
fur jeden positiven Werth von m, wenn a = — 1 ist. Fur 
andere Werth e von a und m ist das erste Glied eine diver- 
gente Reihe. 

[335] Setzt man z. B. a — + 1, ïesp. et = — 1, so liât man 

m m- (m— 1) __ 

1 + 1 H FT2 ! ~^ ' 

m m- (m — 1 ) 

X . i ^ y — . . . . — o . 

1^1-2 

Die erste Gleichung gilt fur jeden Werth von m, zwischen 
— 1 und + oo, und die zweite fur jeden positiven Werth 
von m. 



B. Wenn Ya* + b* = 1 18 ), 
Alsdann ist 
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(28) 



+ • 

= (2+2a) 2 .6 



9 — n arctang 1/ 

z - & ' 1 + a 



I cos j" m arctang \ \^A + ~ log (2+ 2a) 1 
I +i-sinj m arctang 1/ -— — — |- —log (2 + 2a) II. 

L i- "T" Ct Z J I 

Setzt man hierin a = cos <jp ? so erhâlt man: 

m + ni . 

H (cos(jp + fc'Sin(jD) 

+ - ^- — — ( cos 2 r/) -H ^ • sm 2 r/)) H 

m 

(29)< =(2 + 2co S f / ,) T . e - n( ' </ '- ert) . 

cos [m (i ç> — q tc) + - log (2 + 2cos cp)~] 

+ ^sin[m(|-99 — çyr) + --log(2+2cosr/))] 19 ) ? 

wenn man nàmlich erwâgt, dass 



arctang ]/ L_f5 = arct ang]/ L_52!2 

= arctang (tang \ cp) — \ cp — q tc , 

vorausgesetzt, dass \cp zwischen qjt — — und qit -| liegt. 



E. Wenn Va 2 -|-Z> 2 =l, a = cos (p> 5 = sin <p ? rc = 0. 
In diesem Falle giebt der Ausdrnck: 

Ostwald's Klassiker. 71. 3 
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(30) 



, m i , . . \ m-(m- — 1). . . 
1+ -r-(cosg?+««sm(jpjH ^ — — -(cos2<jp4-^.sin2(jp)-| 

= (2 + 2 cos qp) 2 • I cos mi -^ — q tc I + i • sin m ( ^ — £ ?r ) I 

oder, wenn man den reellen Theil von dem imaginâren trennt: 

m m -[m — 1) 
1 + yCOSqM I__£ C os2f/H 



(31) 



= (2 + 2 cos cp) 2 cos ml — — q tc 

m . , m -{m — 1) . 

Y »m <P -i 1 ; 2 sin 2 r/) + • • • • 

~ / \ 

== (2-}-2cos çp) 2 sinml-^- — çttI 

Cp 7t Cp 7t 

VOÛ-^=Ç7t— — blS^= ? 7T + ~. 



[336] .F. Wenn a = 0, i = tang y. 



7T 



In diesem Falle erhàlt man, wenn cp zwischen + — und 
— — liegt: 

m + rci . (m+m)(m— -1+m) 
1_| _ 1 tang y -\ ■— — - — — (ztangqp) a +.. 



(•32) 



=== (cos cp)~ m • e~ n( P [cos (m g? — rc log cos cp) 
+ 1 • sin (m cp — n log cos cp)] . 



V. 

Es lâsst sich aus den obigen Ausdriicken, 'durch schick- 
liehe Verwandlungen , noch eine Menge anderer ableiten, 
worunter sehr merkwiirdige. Wir wollen einige davon ent- 
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wickeln. Ftir das weitere Détail môge man die oben ange- 
ftihrte Schrift von Cauchy nachlesen. 

A. 

Summirung der Reihen: 

a cos y — -|a 2 cos2(p + |-a 3 cos 3 cp — , 

a sin cp — -| a 2 sin 2 cp + 1 a 3 sin 3 cp 

Wenn a grosser als Eins ist, so sind dièse Reihen, wie 
leicht zu sehen, divergent. Ist a kleiner als Eins, so sind 
sie, wie wir oben sahen, convergent, imd ihre Summen sind 
die Grôssen 8 und ô des (§ III), d. h. es ist, wenn man ftir ($ 
und ô ihre dureh die Gleiehungen (18) gegebenen Werthe setzt: 

|-log (1 + 2a cos cp + a 2 ) = a cos cp — -|« 2 cos 2 cp 
+ -§-a 3 cos3g} , 

(^) \ , / «sine/) \ . , 9 . rt 

arctang ( — — =asinrp — lcrsm2cp 

b \l + acos<p/ ^ 2 r 

| +|a 3 sin3r/) 

Um die Summen der Reihen zu erhalten, wenn a = + 1 
oder — 1, darf man nur a gegen dièse Grenzen hin conver- 
giren lassen. 

Der erste Ausdruck giebt auf dièse Weise: 

( ÏA) H log ( 2 + 2 cos C P) = cos ^ — ^cos 2 qp + |cos 3 <p • • , 

(^-log(2 — 2eos<p) — — cosg> — -^cos2çp — |-cos3</) , 

und zwar sobald die Reihen auf der rechten Seite der 
Gleiehungen convergent sind, welches, zufolge Lehrsatz (III) 20 ), 
ftir jeden Werth von cp der Fall ist, ausgenommen fur 
cp — (2/x+ \)jt im ersten Ausdruck, und fur cp = 2^t7t im 
zweiten , wo [i eine beliebige ganze , positive oder négative 
Zahi bezeichnet. 

Die zweite Formel giebt, wenn man cp zwischen ?t und 
— 7t voraussetzt, und erwâgt, dass alsdann: 

arctang 1 - — J = arctang (tang-J cp)=^cp: [337] 

(35) -J (jp == sin (jp — -| sin 2 cp -f- ^ sin 3 cp — • ••• 

von cp == + rt bis cp = — 7T . 

3* 
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Ist cp — tc oder = — tt, so reducirt sicli die Reihe, wie man 
sieht, auf Null. 

Hierans folgt, dass die Function: 

sin cp — \ sin 2 cp -f- \ sin 3 cp 

die merkwiirdige Eigenschaft liât, fur die Werthe cp = rt und 
cp = — 7T unstetig zu sein. Und in der That, wenn (p = ± tt, 
so ist die Function == 0. Wenn im Gegentheil cp = dz [rc — a) , 
wo « positiv und kleiner als tt 21 ) ist, so ist der Werth der 
Function 

Der Ausdruck (33) enthàlt als besonderen Fall folgenden: 



(36) 



arctang a = a — -§• a 3 + 1- a 5 



welchen man findet, wenn man cp = — setzt. 

Dieser Ausdruck wird ftir jeden Werth von « gelten, 
von — 1 bis + 1, die Grenzen mit inbegriffen. 



B. 

Entwickelung von cos mcp und sin mcp nach Po- 
tenzen von tang cp. 

Man kann dièse Entwickelung aus dem Ausdruck (32) 
herleiten. Setzt man nâmlich n = 0, und trennt die reellen 
Theile von den imaginâren, so erhâlt man, nachdem mit (cos cp) m 
multiplicirt worden: 



(37) 



cos mcp = (cos cp) m I 
m(m — l) (m — 2) (; 



m [m - 



1 • 2 



(tang<p) 2 



1 



smmy = (cos 



3 



•(tang cpY— • -J 



çp) w jm(tangqp)- 



-l)(m— 2] 



1 



3 



(tang y) 3 



m(m — l)(m — 2) (m — 3) (m — 4) 



von gr> == — bis y = 



2 • 3 

7t 



(tang cp) E 



•4-5 
und dièse Gleichungen finden statt 
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fur jeden Werth von m, wenn tang çp kleiner ist als 1. Ist 
tang cp = dz 1 , so gelten sie nur fur ein zwischen — 1 und 
+.00 liegendes m 22 ). 
Sie sind alsdann 

vn. 

1 - 1 f - 1 ^ i , m[m—\) 

cos m-- = - I 



■KHtH' 



1 • 2 

m(m — 1) (m — 2) (m — 3) 



_....), 



sm 



1-2-3-4 

m [m — 1) (m — 2) 






.2.3 

m(m — 1) {m — 2) (m — 3) (m — 4) 



1 



_....). 



[338] " C. 

Entwickelung von (cos x) n und (sin x) n in Reihen, 
geordnet naeh Cosinus und Sinus vielfacher Bogen. 

In der neusten Zeit haben sich mehrere Analysten mit der 
Entwickelung von (cos x) n und (sin x) n besckâftigt. Bis jetzt 
sind aber dièse Bemiïhungen, wenn ich nicht irre, noch nicht 
ganz gelungen. Man ist freilich zu Ausdrtîcken gelangt, welche 
unter gewissen Einschrânkungen richtig sind, sie sind aber 
nicht hinreichend streng begriindet worden. 

Man kann sie sehr einfach aus den nier oben bewiesenen 
Ausdrtîcken herleiten. 

Addirt man nâmlich die beiden Gleichungen (31), nacbdem 
man die erste mit cos a, die zweite mit sin a multiplicirt hat, 
so erhâlt man: 

Tïl 7ïl\7Yl 1) 

cos a + — cos (a — cp)-] cos (a — 2gp)+ • • • • 

m 

= (2 + 2.cos(jp) 2 -cos la -£- + rnqjA 

y lllcp = Q7t— J —his±Cp = Q7t+ — - 



Da nun 2 -f- 2 cos cp = 4 (cos y) , so erhâlt man, wenn 
cp = 2x setzt: 



man 
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cosa + — cos(a — 2x)-\ } — - — -cos (a — 4tx)-\ 

= (2cos#) m -cos(a — mx+lmqTt)^) 

7t., , IX 

YO\iX = 2 Q7t — -D18X=2 QTt-i-—- , 

m . ^ , , m- (m — 1) , . , 
cosa + — ■ cos [a — 2x)-\ ^ — - — -cos(a — 4#)-| * 

= ( — 2cos^') m cos[û: — mx + m (2 q +1) tc\ 23 ) 

von x~2Q7t- i r -—m$x—2Q7t J r —' 

Setzt man hierin 1) a=mx) 2) a =mx -{---; 3) x — — - statt x, 

TJJ TC 

nachher a — mx ; 4) x statt x ) nachlier a = mx + -^ -; so 

2 ^ 

ergiebt sich 24 ): 

1) (2cos^) w -cos2m^7f==cosm^ + — -cos (m — 2)# 

4 — ^cos(m— -4)aH , 

771 

2) (2cos^) m -sin2m^7r==sinm^ + -~sm(m — 2)x 

, TTC -(#2 1) . , ... 

H — i — ^ — sm \ m — v x ~\ 

1 * Ai 

youx = 2q7V — bis x = 2 q tc +— ; 

771 

3) (2 sin x) m • cos m (2 q + -£-) tt = cos m~- cos (w — 2)x 

, m • (m — 1) , AX 

cos [m — 4)# • • -, 



1 • 2 



(2sin^) m -smm(2ç+-|-)7zr==sinma; -sin(m — 2)x 

, m -(m — 1) . 

von^ = 2^7rbis^ = (2^ + l)/r ; 



tu, 7) i • (yïi 1 ) 
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5) ( — 2cos#) w -cosm(2ç>-}-l)7r= cosma;+ — cos (m — 2)x 

m .(m — i) 

6) . ( — 2 cos#) TO - sinm(2^+l)7r = sinm^-) sin (m — 2)x 

, m-(^ — 1) 

>sm(m — 4)# -f- • • • • 



1 • 2 

von # = (2 q + -|) 7r bis x = (2 ç> + -§-) tc ; 

^^ 

7) ( — 2 sin #) m • cos m (2 ç> + ■§■) tv = cos m # — cos (m — 2)# 

m -(m — 1) 
H ^ # 2 cos(m — 4) a; , 

8) ( — 2 sin #) m • sin^ (2 q -f- -|) zr = sinma; sin (m — 2)x 

, tn-(m—l) . , .. 

+ — : ^ — -sin (m — 4)# — •••• 

1-2 v ; 

von # = (2ç>-f- l)7rbis^ = (2^ + 2)7r. 

Dièse Formeln gelten auch noch fur die Grenzwerthe 
von x } wenn m positiv ist. Liegt m zwischen — 1 und 0, 
so muss man dièse Grenzwerthe ausschliessen 25 ). 

Als besondere Fâlle kann man folgende beide betraeliten : 

771 

(2cos#) w = cosm#-|- --cos (m — 2)x 

H 1 2 cos (m — 4) ^ -1 , 

. wi . / ^\ m-lm — 1) . , 
= smma; + — sm(m — 2)x-\ ^ — - — sin [m — 4)#-| — • • 

von # = — -— bis # = 4- — - • 



Amnerkiiiigeii. 



Niels-Henrik Abel, geboren am 5. August 1802 zu Findô, 
einem Dorfe im Christiansandstift in Norwegen, in dem sein 
Vater protestantiscber Pastor war, besucbte von 1815 — 1821 
die Domscbule in Christiania und studirte dann bis 1825 an 
der Universitât der letztgenannten Stadt Matbematik, eine 
Wissenschaft, fiir die er schon als 16-jâhriger Jtingling ein 
aussergewobnlicbes Talent gezeigt batte. Als Student zeicbnete 
er sich so aus, dass ibm von der Norwegiscben Regierung im 
Jabre 1825 ein Stipendiurn znr Fortsetzung seiner Studien 
in Deutschland und Frankreicb verlieben wurde. Sein Aufent- 
balt in den genannten Làndern wâbrte etwa 1|- Jabre; den 
grôssten Tbeil dieser Zeit verweilte er in Berlin, wo er neben 
Steiner einer der Hauptmitarbeiter des neu gegrtiudeten Crelle- 
scben Journals wurde *), und in Paris. Im Jabre 1827 kebrte 
Abel nacb Cbristiania zuruek und wurde dort im folgenden 
Jabre Vertreter des Prof. Hansteen an der Kriegsakademie und 
der Universitât. Scbon am 6. April 1829 erlag er zu Froland 
bei Arendal einem Lungenleiden ; ein Ruf an die Universitât 
Berlin traf ibn nicbt mebr lebend an. 

Obwobl Abel nur ein Alter von 26 Jabren erreicbt bat ? 
gebôrt er doch zu den bedeutendsten Mathematikern unseres 
Jahrbunderts. Seine wicbtigsten Arbeiten bezogen sich auf 
die Théorie der elliptiscben und der sogenannten ))^4èeZ'scben« 
Funetionen, sowie auf die Lebre von den algebraiscben 
Gleichungen. In letzterer Disciplin verdankt man Abel den 
Beweis der Unmôglicbkeit , algebraische Gleicbungen von bo- 
berem als dem vierten Grade allgemein aufzulôsen. Fiir die 
Théorie der elliptischen Functionen waren seine Arbeiten 
neben denen von Jacobi grundlegend. Er war der erste, 



*) Vgl. die Anmerkungen zu Heft 60 der Klassiker (S. 82). 
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der (vor Jacobi) die Nothwendigkeit einsah, neben dem ellip- 
tischen Intégral die Umkehrung desselben zu betrachten, und 
der die doppelte Periodicitât der so gewonnenen Functionen, 
der elliptischen Functionen, erkannte. 

Von AbeVs wissenschaftliehen Arbeiten existiren zwei Ge- 
sammtausgaben ; die erste derselben ist im Jahre 1839 von 
AbeV% Lehrer nnd Freund Holmboe, die zweite, sehr sorg- 
fâltig redigirte auf Kosten der Norwegischen Regierung 1881 
von L. Sylow und S. Lie herausgegeben. Beide Ausgaben 
sind in franzôsischer Sprache zu Christiania erschienen. Der 
Titel der letzteren lautet: Oeuvres complètes de Niels-Henrik 
Abel, nouvelle édition. — Eine ausfuhrliche Biographie AbeV s 
ist 1885 von Bjerknes verôffentlicht [Niels-Henrik Alel, 
Paris, Gauthier Villars]. 

Die hier abgedruckte Arbeit liber die binomische Reihe 
ist zwar nicht von so weittragender Bedeutung wie andere 
Arbeiten Abelh. Doch hat sie ein grosses historisch.es In- 
teresse einmal, weil in ihr zuerst die binomische Reihe fui- 
complexe Werthe des Exponenten untersucht und fur dièse, 
falls sie convergirt, summirt ist [Cauchy hatte in seinem 
» Cours d' analyse « zwar complexe Werthe der Grundzahl, aber 
nur réelle des Exponenten betrachtet) , sodann weil sie in 
einer Zeit, wo man es bei Behandlung unendlicher Reihen oft 
an der nôthigen Strenge fehlen liess, ein Muster exacter Be- 
weisfuhrung war. Wichtig sind auch die im ersten Abschnitt 
enthaltenen allgemeinen Sâtze iiber Reihen. Die Art, wie 
Abel sein Problem behandelt, ist so belehrend, dass das Stu- 
dium unsrer Abhandlung auch heute noch Studirenden von 
dem grôssten Nutzen sein kann. 

Die Abhandlung ist, wie die meisten Arbeiten AbeTs, in 
franzôsischer Sprache verfasst und von Crelle fur sein Journal 
ins Deutsche tibersetzt. In diesem ist sie zuerst verôffentlicht 
[Crelle, Journ. fur Mathem. I, S. 311—339]. Der Creltésthe 
Text ist nach Verbesserung der in ihm enthaltenen Druckfehler 
dem vorliegenden Abdruck zu Grunde gelegt; auch wurde 
jener Text mit dem der Sy low~ Lié schen Ausgabe verglichen 
und dort, wo sich Abweichungen von letzterem ergaben, ge- 
ândert. Die hauptsâchlichsten dieser Aenderungen sind weiter 
unten angegeben. — Hinsichtlich der Bezeichnung ist die 
Aenderung vorgenommen, dass V— 1 iiberall durch i ersetzt ist. 
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Specielle Noten zum Text. 

1) Zu jS. 5, Der vollstândige Titel des citirten Werkes ist: 
Cours d'analyse de l'école royale polytechnique ; par M. Augustin- 
Louis Cauchy. P e Partie. Analyse algébrique, Paris 1821. — 
Weitere Theile des Werkes sind nickt erschienen. 

2) Zu S. 7. Zum Verstândniss des Beweises muss man 
beachten, dass co keine bestimmte Grosse bezeichnet (vgl. S. 5 
Anmerkung). Die Gleichung 

xfj{a) = œ] 

sagt daher nur aus , dass ip [a) fur geniîgend grosse Werthe 
von m beliebig klein wird. In Folge dessen wird auch 
ip\[cc) — tp[cc — fi) beliebig klein; ebenso wird, bei zweck- 
màssiger Wahl von /?, cp (a) — cp{a — fi) beliebig klein, und 
daher gilt dasselbe von f[a) — f[a — fi). 

3) Zu S. 8. Das Wort » convergent « fehlt bei Crelle. 

4) Zu S. 9. Herr Sylow macht in der neuen Ausgabe 
von AbeVs Werken (Th. II, S. 303) darauf aufmerksam, dass 
der Lehrsatz V nur mit einer von Abel nicht hervorgehobenen 
Beschrânkung gilt. Er sagt darltber: 

»Der Beweis des Satzes V hat einen schwachen Punkt. 
Es geniigt nàmlich nicht, dass %p [x] = co ist, sondera es 
muss auch xp (x — fi) = co sein. Nun ist es môglich, dass 
der Werth von m, der dieser Bedingung geniigt, von fi ab- 
hàngig ist, und dass, wenn fi gegen Null convergirt, m ûber 
aile Grenzen wâchst. Palis dies stattfindet, ist die Annahme 

cj)(x) — cp(x — fi) = co 

unzulàssig, da die Form der Function cp von fi abhângt. 

Indessen ist der Satz V richtig, wenn nur das allgemeine 
Glied v m ô m ftir aile Werthe von x zwischen x — x' und 
x + x" kleiner bleibt als ein und dieselbe positive Grosse M\ 
die von m unabhàngig ist. In diesem F aile sind nâmlich die 



absoluten Werthe von ip(x) und tp(x — fi) kleiner als M 



Man kann daher m gross genug annehmen, dass 

ty i X ) <C T e m à lp{x fi) <^ -| £ 

ist, unter s eine beliebig kleine Zahl verstanden. Weiter 
kann man ftir jeden bestimmten Werth von m, welcher der 
obigen Bedingung geniigt, fi klein genug annehmen, dass 
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q>[z) — <p[z — P)<$e, 
mitbin 

/(*)-/(* — /»)<« 
wird. « 

Abel selbst scbeint iibrigens spâter erkannt zu baben, 
dass sein Beweis des Satzes V nicht geniigt. Es gebt das aus 
einer in seinen nachgelassenen Papieren gefundenen, in den 
Oeuvres Th. II, S. 201 — 203, abgedruckten Notiz bervor, 
welcbe die Grundzïïge eines andern Beweises giebt. — Eine Ver- 
allgemeinerung des Satzes V ist von P. Dubois-Reymond ge- 
funden und in den Mathemat. Annal. Bd. IV bewiesen. 

5) Zu S. 9. Abel ist der Erste, der darauf aufmerksam 
gemacbt bat, dass aus der Stetigkeit der Reihenglieder nient 
ohne Weiteres aucb die Stetigkeit der Reibe folgt, dass daber 
der angefiibrte Satz von Cauchy niebt allgemein riebtig ist. — 
Die Unstetigkeiten der trigonometriseben Reiben sind insbe- 
sonde^e seit Dirichlet genauer untersucbt. 

6) Zu S. 10. Lebrsatz VI rtibrt von Cauchy ber, die dem- 
selben auf S. 10 (unten) gegebene Fassung von Abel. 

7) Zu S. 16. Bei Abel stebt statt M der Bucbstabe m; die 
Benutzung desselben an dieser Stelle ersebeint aber unzweck- 
mâssig, weil m vorber in andrer Bedeutung gebrauebt ist. 

8) ZuS.16u.23. Dass der bier ausgesproebene Satz riebtig 
ist, obwohl der Lebrsatz V nacb Anmerkung 4) nur mit einer 
Einscbrànkung gilt, lâsst sicb nacb Herrn Sylow folgender- 
maassen beweisen. 

Es seien ç>, r, s drei positive Zablen, so dass 

a < ç <; 1 , r^>k, s^> h' 

ist, wobei h und h' die absoluten Wertbe dieser Grossen be- 
zeicbnen. Ferner seien d'„, h a die Wertbe, welebe (5„, X a 
annebmen, wenn in ibnen a, h. t k r resp. durch ç>, — r, s er- 
setzt werden. Dann ist 

S'fju > ^ und daber ?J ^ > l^ . 
Da nun die Reibe 

convergirt, so kann man eine Zabi M angeben, die grôsser 
ist, als jedes Glied dieser Reiben; um so mebr ist also 

Jf>A„^cos0„ 
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fur jeden Werth von 4 u und iur aile Werthe von k, k ', die 
numerisch kleiner als r und s sind. Mithin ist der Lehrsatz V 
anwendbar. — Ebenso lâsst sich die Anwendung dièses Satzes 
S. 23 rechtfertigen. 

9) Zu S. 18. Dièse Gleichung ist eine von Holmboe her- 
rïïhrende Einschaltung. 

10) Zu S. 23. Hier steht bei Crelle fâlschlich — sin ((à cp) 
statt -f- sin(^qo). Ebenso haben in den Gleichungen S. 23 
Z. 6 u. 7 v. u. die rechten Seiten bei Crelle falsehes Vor- 
zeichen. 

11) Zu S. 26. Die Worte »wenn k = ist« sind eingeschaltet, 
in Uebereinstimmung mit S. 28. 

12) ZuS. 26. Die Worte ))gleich oder« sind naeh den Oeuvres 
eingeschaltet. 

13) Zu S. 27. Bei Crelle steht hier = (resp. im Druck- 
fehlerverzeichnis <]) statt ^>. 

14) Zu S. 21. Zur Erlâuterung diene Folgendes: Es ist 

nicht ganz zutreffend, k -\- 1 — \e + ^— = Q zu setzen; 

denn q bezeiehnet eine ganze Zahl, wâhrend /£ + 1 — ^ c + ^~ 

keine ganze Zabi zu sein braucbt. Zweekmâssiger wtirde man 
sagen: der erste Wertb von ^ 7 welcher der Bedingung 

l*>& + 1 — \c + Y C 
geniigt, sei q + 1 '■> da-nn gilt die Ungleicbung 

f ur \i = q + 1 im & fui* jedes grôssere fi. Dass ein solcbes 
\i mit q -f- ft bezeicbnet wird ? wo jetzt j.i ^> 0, ist ebenfalls 
nicbt ganz zweckmâssig. 

15) Zu S. 28. Zur Erlâuterung diene Folgendes: /L + >Wi 
+ • • • + ^o+u ^ ^ ur jedes \i kleiner als ein endlicher, von 
\,i unabhângiger Werth. Das bleibt aucb richtig, wenn fi 
liber aile Grenzen wàehst. 

16) Zu S. 29 u. 30. Die Worte »fur k = sowie« fehlen 
bei Crelle. ■ — Eine âhnliche Einschaltung ruusste S. 30 Z. 19 
gemacht werden. 
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■17) Zu 8. 30. Bei Or elle steht hier u. Z. 14 dieser Seite 
Null statt Eins. — In den Formeln dieser Seite steht bei Or elle 
mehrfach ô i statt des richtigen §. Auch andere Druckfehler 
mussten hier verbessert werden. 

18) Zu S. 32. Bei, Or elle steht hinter Va 2 + ô* = 1 noch 
(a = cos (p , ô = sin cp). Das ist hier fortgelassen. 

19) Zu S. 33. In diesen Formeln steht bei Crelle fâlschlich 
cp — Q7t statt \cp — Q7t. Auch in den weiterhin folgenden 
Formeln war mehrfach cp durch \cp zu ersetzen. 

20) Zu S. 35. Bei Crelle steht Lehrsatz (II) statt (III). Dass 
III richtig ist, zeigt Herr Sylow in den Oeuvres II, 8. 304. 

21) Zu S. 36. Bei Crelle steht fâlschlich 1 statt tc. 

22) ZuS.37. Bei Crelle steht: » f tir ein positives m zwischen 
— 1 und oo.« Auch die Wortfassung der Ueberschrift von 
Crelle (Z. 10, 11 dieser Seite) ist etwas geândert. 

23) ZujS.38. Setzt man in der letzten Gleichung von S. 37 
a = 2x 1 so kommt zunâchst 

m 

(4 cos 2 x) 2 cos [a — mx -{- mq it\ , 

tC tC 

wo x zwischen qtc — und qtv + -jr liegt. Nun ist 

m 

(4 co$?x)^ = (2 cos#) m , falls cos x positiv ist, 
dagegen 

m 

(4 co^x)" 2 — ( — 2 cos^) m , falls cos x negativ ist. 

Damit der erste Fall eintritt, muss fiir ç eine gerade Zahl (2 ç>), 
im zweiten Falle dagegen eine ungerade Zahl (2 q + 1 ) g e ~ 
nommen werden. 

In den beiden ersten Formeln S. 38 fehlt ûbrigens bei 
Crelle im letzten Gliede rechts der Faetor tc. 

24) Zu S. 38. Z. 7 — 9 lauten bei Crelle: » Setzt man 

TC tc 
1) a==mx] 2) a = mx -{- —-] 3) x = y — ; 4) a'=my] 

so ist : « 

25) Zu S. 39. Die Zeilen 11 — 14 lauten bei Crelle folgen- 
dermaassen : 

«Dièse Ausdriicke gelten fur jeden Werth von x, wenn m 
positiv ist. Liegt m zwischen — 1 und 0, so muss man 
1) unter den Werthen von x in den Formeln (1), (2), (5), (6) 
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TC ■ Tt 

die Werthe x = Iqtc — und x = 2qtv ^ — , 2) in 

den Formeln (3), (4), (7), (8) die Werthe x=2qtc und 
x = [2q + \)tv ausnehmen. 

In jedem andern Falle sind die in Rede stehenden Reihen 
convergent. « 

Dieser Fassung ist die der Oeuvres, die oben im Texte 
benutzt ist, vorgezogen. — 

Z. ,4 v. u. steht bei Crelle fàlschlich (cos x) m statt (2 cos^)' 



m 
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Um die Anschaffung der Klassiker der exakten Wissenschaften 
Jedem zu ermôglichen tmd ihnen weiteste Verbreitung zu sichern, 
ist der Preis fur den Druckbogen à 16 Seiten von jetzt an auf 
M —.25 festgesetzt worden. Textliche Abbildungen und Tafeln je- 
doch machen eine entspreehende Preiserhôhung erforderlich. 
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